Über die werte der ringklassen-L-funktionen reell-quadratischer zahlkörper an natürlichen argumentstellen  by Barner, Klaus
JOURNAL OF NUMBER THEORY x,28-64 (1969) 
ii ber die Werte der Ringklassen-L-Funktionen 
reell-quadratischer Zahlkiirper an natiirlichen 
Argumentstellent 
KLAUS BARNER 
Universitiit Stuttgart, 7000 Stuttgart (BRD), 
Herdweg 51, Germany 
Communicated by P. Roquette 
Received February 29, 1968 
As E. Hecke (1924) conjectured and H. Klingen (1962) has proved, a 
certain class of L-series with class field theoretical characters associated 
with totally real algebraic number fields takes values (for natural argument) 
which are rational numbers save for well-known irrational factors. 
Klingen’s method for proof, however, does not provide explicit formulas 
of elementary nature for those values. In this paper for the case of ring 
classes in real quadratic number fields formulas of that kind are obtained 
by starting with Hecke’s integral representation of class-zeta-functions. 
1. EINLEITIJNG 
Nach dem von L. Euler [7] im Jahre 1736 gefundenen Satz, dap 
Wk) = $, Sk = (- Ok+ l g Bz~ (1.1) 
gilt, wo B,,, die m-te Bernoullische Zahl in der Normierung von N. E. 
Norlund [23] bezeichnet, sind die Werte der Riemannschen Zetafunktion 
fur gerades natiirliches Argument 2k bis auf den Faktor rczk rationale 
Zahlen. In der Folgezeit haben verschiedene Autoren Verallgemeinerungen 
oder Analoga dieses Resultates gefunden. Im Jahre 1958 hat H-W. 
Leopoldt Verallgemeinerungen der Bernoullischen Zahlen eingefiihrt [16] 
und gezeigt, da13 diese bis auf wohlbekannte transzendente Faktoren die 
Werte sind, welche die L-Reihen mit Kongruenzcharakteren x zum 
rationalen Zahlkorper Q an geraden (falls x(- 1) = 1) bzw. ungeraden 
(falls x( - 1) = - 1) nattirlichen Argumentstellen annehmen. Spezialflille 
t Verkilrzte Fassung der im Dezember 1967 vorgeiegten Stuttgarter Habilitations- 
schrift des Autors. 
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davon wurden bereits von Euler [7] und C. L. Siegel [25] behandelt. 
Andererseits hat C. L. Siegel [26], [27] im Zusammenhang mit seinem 
Hauptsatz in der analytischen Theorie der quadratischen Formen 
bewiesen, da13 such die Werte der Dedekindschen Zetafunktion &) 
eines totalreellen algebraischen Zahlkiirpers k an geraden nattirlichen 
Argumentstellen bis auf eine x-Potenz rational sind. Fur die exakte 
Formel siehe such [2]. Dal3 die Werte 4’,(2k) bis auf wohlbekannte Faktoren 
rational sind, hat bereits E. Hecke [14] im Jahre 1924 vermutet und als 
Satz ausgesprochen, expressis verbis zwar nur fur den Fall reell-quadra- 
tischer Zahlkiirper, dafiir aber allgemeiner such fur die Werte der 
Klassenzetafunktionen [(2k, A) der absoluten Idealklassen A in solchen 
Korpern. Fur den Beweis verweist Hecke auf eine “demnachst erscheinende 
Hamburger Dissertation”, welche aber nicht fertiggestellt worden ist. 
Der erste Beweis fur die Werte der vollen Zetafunktion eines beliebigen 
total-reellen Zahlkijrpers ist demnach 1934 von Siegel gegeben worden. 
Erst 1962 hat H. Klingen in [14] einen such die Zetafunktionen der 
absoluten Idealklassen mit einschlieJenden Rationalitatsbeweis gefunden, 
welcher von den algebraischen Eigenschaften der Eisensteinschen Reihen 
zur Hilbertschen Modulgruppe Gebrauch macht. Der Klingensche 
Beweis liefert jedoch keine explizite Formel wie der Siegelsche Hauptsatz. 
Aber such dieser gestattet es nicht, die Werte (,(2k) effektiv zu berechnen, 
da man fur die in ihm auftretende gemittelte Darstellungsanzahl der Zahl 
1 als Summe von 4k Quadraten keinerlei elementararithmetische Formeln 
besitzt. Der einzige Weg, jene Werte wenigstens fur absolut Abelsche 
total-reelle algebraische Zahlkorper numerisch zu bestimmen, wird von 
dem aus der Klassenkiirpertheorie bekannten Zusammenhang der 
Dedekindschen Zetafunktion eines relativ-Abelschen Erweiterungskorpers 
K/k mit den L-Reihen mit klassenkijrpertheoretischem Charakter im 
Grundkbrper k geliefert ([8], Teil I, Satz 14), da deren Werte auf Grund der 
Leopoldtschen Arbeiten fur den K&per Q der rationalen Zahlen ja bekannt 
sind. Dies legt den von Leopoldt in [I 71 ausfiihrlich motivierten Gedanken 
nahe, die Werte der L-Reihen mit klassenkorpertheoretischem Charakter 
in hoheren total-reellen algebraischen Zahlkorpern zu bestimmen. 
In der vorliegenden Arbeit wird nun ein bescheidener Schritt in der 
von Leopoldt angegebenen Richtung unternommen, welcher zudem nicht 
der erste Versuch dieser Art ist. 1966 ist es C. Meyer [22] gelungen, den 
Wert der Zetafunktionen c(s, A) der Ringklassen A eines beliebigen reell- 
quadratischen Zahlkorpers an der Stelle s = 2 in elementararithmetischer 
Gestalt anzugeben. H. Lang, ein Schiiler von Meyer, hat in seiner 
Dissertation [25] versucht, das Meyersche Resultat auf samtliche geraden 
natiirlichen Argumentstellen s = 2k sowie auf die Werte der Ring- 
klassen-L-Reihen L (8, A) mit Vorzeichencharakter an ungeraden 
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natiirlichen Argumentstellen s = 2k+ I auszudehnen. Lang hat nun zwar 
einen neuen Rationalitatsbeweis fiir die Werte n-4kd3[(2k, A) bzw. 
71 -(4kf2’d*L(2k+ 1, A) gefunden, es ist ihm aber nicht gelungen, fur 
diese die gewiinschten elementararithmetischen Ausdrticke zu erhalten. In 
der vorliegenden Arbeit werden nun die Werte der L-Reihen mit Ring- 
klassencharakteren in reell-quadratischen Zahlkijrpern in elementar- 
arithmetischer Gestalt angegeben, und zwar fur gerades natiirliches 
Argument, wenn x keinen Vorzeichencharakter enthalt, und fur un- 
gerades s > 1, wenn in x noch ein Vorzeichencharakter enthalten ist. 
Die Trennung der Ringklassen von den echten Strahlklassen bei der 
analytischen Untersuchung der L-Reihen reell-quadratischer Zahl- 
k&per ist von H. Hasse in [IO] und C. Meyer in [21] ausfiihrlich begriindet 
und gerechtfertigt worden. Hier sei nur bemerkt, da13 die Resultate der 
vorliegenden Arbeit (Satze 1, 2, und 3) es nun gestatten, nicht nur die 
Werte der Dedekindschen Zetafunktionen der total-reellen Ringklassen- 
k&per K iiber reell-quadratischen Zahlkorpern zu berechnen, sondern 
such die der samtlichen Teilkorper solcher K&per K, was Meyer in seiner 
Monographie [21] ausfiihrlich diskutiert hat. Insbesondere gehijren nach 
H. Hasse ([9], Satz 2) samtliche nicht-zyklischen total-reellen kubischen 
K&-per zu dieser Klasse. 
Herrn Professor H.-W. Leopoldt bin ich fiir den Hinweis auf das oben 
diskutierte Problem auDerordentlich zu Dank verpflichtet. Mein herzlicher 
Dank gilt such Frau Professor H. Braun fur wertvolle Literaturhinweise, 
Herrn Professor C. Meyer fur die Einladung zu gemeinsamen Diskussionen 
und seinem Schiiler, Herrn Dr. H. Lang, fur die f)berlassung eines 
Exemplars seiner Dissertation. Die Kenntnis dieser Arbeit ermijglichte es 
mir, den die Hauptschwierigkeit behebenden Hilfssatz 5, den ich zunachst 
mit Hilfe der von H. Maal entwickelten Theorie der nicht-analytischen 
Modulfunktionen [18, [19] auf wesentlich umstandlichere Weise her- 
geleitet hatte, auf vie1 elementarerem Wege zu beweisen, indem ich den 
Beweis nun auf Hilfssatz 4 stiitze, der in Analogie zu einer von H. Lang 
[15] gefundenen “wichtigen Formel” formuliert und bewiesen ist. Auch 
Herrn R. Bodendiek habe ich zu danken, der mir Einblick in einen Teil 
seiner Staatsexamensarbeit gewahrt hat. Mein besonders herzlicher Dank 
aber gilt meinem verehrten Chef, Herrn Professor W. KnBdel, der es mir 
ermtiglicht hat, diese Arbeit an seinem Institut durchzufiihren, und der 
so liebenswiirdig war, sie mit mir zu diskutieren und mich auf einige 
Ungenauigkeiten aufmerksam zu machen. 
2. ARITHMETISCHE VORBEREITUNGEN 
Es sei k = Q(d*) ein reell-quadratischer Zahlkorper der Diskriminante 
d > 0. Seine Maximalordnung n habe die Basis (1, i}. Sei f E N und r)/ 
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die fin umkehrbar eindeutiger Weise zugeordnete Ordnung in k mit der 
Diskriminante d, = df’ zum Fiihrer J E/ > 1 sei die normierte Basis- 
einheit, Ef die Gruppe der Einheiten und Ef’ die Gruppe der norm- 
positiven Einheiten von Df. Eigentliche Ideale von 0, seien mit a,, b,, 
Cf, . . . bezeichnet. Sei R, der Ring aller Zahlen a//?, wo CI und p + 0 in 
f), liegen und j?D,/ zu jX)/ prim ist. Sei G, die multiplikative Gruppe 
aller Quotienten a/b von Zahlen a + 0, j =I= 0 aus O,, wo sowohl aDJ 
als such /IX)/ zufl/ prim ist. Zwischen der Gruppe ID, der zu f primen 
Divisoren von k und der Gruppe $!” der zu jX)/ primen (und daher 
umkehrbaren) Ideale von 0, besteht ein kanonischer Isomorphismus. Sei 
a/ das dem Divisor a E B, zugeordnete Ideal von O,, so gilt die Zuordnung 
af = it4{y E R, 1 a 1 y} und a = 9.9. T, (7). 
(2.1) 
Y E af 
Sei (G,) c 9, die Gruppe der Hauptdivisoren (y) mit y E G,. Die 
Faktorgruppe 
a, = Df/(G,) (2.2) 
heil3t die “(weitere) Divisorenklassengruppe von DC),” oder such die 
“(weitere) Ringklassengruppe modulo f. ” Der in (2.1) beschriebene 
kanonische Tsomorphismus von ID, auf 3:“) induziert einen Isomorphismus 
B,/(G,) +.-++ @“‘/$jy) 
der Faktorgruppe XJ,/(G,) auf die Faktorgruppe @“/!$‘, wo $3y) die 
Gruppe der zu fDr primen Hauptideale yD, von 8, bezeichnet. 
Enthalt Df nur Einheiten positiver Norm, d.h. fallt Ef mit Ef 
zusammen, so lal3t sich die Ringklassen-Einteilung noch verschgrfen. 
Sei Gf c G, die Gruppe aller y E G, mit N(y) > 0 und (Gf) die Gruppe 
der mit den Elementen von Gf gebildeten Hauptdivisoren. Offenbar ist 
[E/ : E;] [(G,) : (Gf)] = 2. 
Die Faktorgruppe a,/(Gf) heil3t die “engere Divisorenklassengruppe von 
nJ” oder such die “engere Ringklassengruppe modulo f “. Analog zu (2.2) 
gilt 
ID//( Gf ) >a--+ S~‘/sj~‘+ 
wo !$“’ die Gruppe der zu fD/ primen Hauptideale yD, mit N(y) > 0 
von D3, bezeichnet. 
Unter Verwendung der Nomenklatur der unendlichen Primstellen 
([,?I, Teil Ia, $2) definieren wir 
1 
f 
?= fPa3 
fur die weitere Ringklasseneinteilung mod. f 
fur die engere Ringklasseneinteilung mod. f > ’ 
wo pm die rationale unendliche Primstelle bezeichnet. Damit schreiben 
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wir einheitlich G7 fiir Gf bzw. Gf, hy’ fiir 5:“’ bzw. a,:““, und 
Der niedrigste rationale Erklarungsmodul von (G/) heil3t der “Ring- 
fiihrer uon (G,)“. In Zukunft sei stets vorausgesetzt, dal3 f von vornherein 
der Ringfiihrer von (GJ) ist. 
H. Hasse hat in [IO] bewiesen, daB fur jede aus Ringklassen eines 
quadratischen Zahlkorpers k gebildete Divisorengruppe der Ringftihrer f 
mit dem Strahlfiihrer f identisch ist. 
Sei jl Ringfiihrer von Rp und 1 ein eigentlicher Charakter der Ring- 
klassengruppe 5%Y modulo J H. Hasse hat in [ZO] gezeigt, da13 fur jeden 
Ringklassencharakter x in einem quadratischen Zahlkorper der Ring- 
fiihrerfx mit dem Strahlfiihrer f, identisch ist. Sei A eine Divisorenklasse 
bzw. Idealklasse aus 9,. Dann sei, wie tiblich, 
x(a) = x(q) = 
x(A) ftir a bzw. al in A 
0 fiir a bzw. af nichl prim zu f > 
gesetzt. 
DEFINITION. Sei x ein eigentlicher Charakter der Ringklassengruppe 
BY modulo j: Wir definieren eine Dirichletsche Reihe vermijge 
x(9) us, xl = c __ 
g N(g) 
0.3) 
wo g alle ganzen Divisoren von k bzw. g/ alle ganzen eigentlichen Ideale 
von DJ durchlauft. In ihrer Konvergenzhalbebene heiDt die Reihe (2.3) 
die “(eigentliche) L-Reihe zum Ringklassencharakter f’. Die aus (2.3) 
durch analytische Fortsetzung hervorgehende analytische Funktion L(s, x) 
heiBt die “(eigentliche) L-Funktion zum Ringklassencharakter x”. 
Die analytischen Eigenschaften von L(s, x) seien als bekannt vor- 
ausgesetzt (siehe z.B. [11]!). 1st x = x0, so ist L(s, x0) identisch mit der 
Dedekindschen Zetafunktion CL(s) des Kiirpers k. Da die Werte dieser 
Funktion an den Stellen s = 2k, k E N, auf Grund der Arbeiten von 
C. L. Siegel [25] und H-W. Leopoldt [16] wohlbekannt sind, wollen wir 
diesen Fall ausschlieJ?en und in Zukunft stillschweigend x + x0 vor- 
aussetzen. 
Sei A eine feste Divisoren- (bzw. Ideal-) Klasse aus 52~. Dann nennen 
wir die fiir Re (s) > 1 vermijge 
5*h 4 = :A ks = c L g/e‘4 N9fJY (2.4) 
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erklarte Funktion die “eingeschriinkte Zetafunktion der Ringklasse A 
module 7’. Offenbar gilt 
us, x> = 6, X(4 5*cs, 4 (2.5) 
Sei f = 5 Sei A eine feste Divisorenklasse von 0, und c ein beliebig, 
aber fest gewahlter Divisor aus der inversen Klasse A-‘. Dann gilt [21]: 
= N(c)” c - 
sc!9G, jNk91’. (2-6) 
SmodX E, 
Sei f = fpm. Sei A eine feste engere Divisorenklasse von XI, und c ein 
beliebig, aber fest gewahlter Divisor aus der inversen Klasse A-l. 
Zungchst haben wir entsprechend : 
9modX E, 
N(S)> 0 
Nach C. Meyer [21] kann man sich von der hinderlichen Bedingung 
N(9) > 0 in der letzten Reihe befreien, indem man q(9) = sgn N(9) setzt 
und die “eingeschriinkte L-Funktion der Ringklasse A module fp,” 
L*(s, A) = N(c)” c 1@) 
C,9,SEG,IN(9)IS 
9modX El 
(2.8) 
einfiihrt. Mit dieser gilt nach Meyer 
J% x> = fA;a,X(4L*(S. 4. (2.9) 
Diese Beziehung ist fur f = fpm der Beziehung (2.5) vorzuziehen. 
PROBLEMSTELLUNG. Wir wollen die Werte 
L(2k,X), keN, fi.irf=f, 
L(2k+l,X), keN, ftirf=fp,, 
(2.10) 
so explizit bestimmen, dag-nach Herausnehmen wohlbekannter irra- 
tionaler Faktoren-die rationale Natur der verbleibenden Ausdriicke 
unmittelbar evident wird und die Zahlen (2.10) einer direkten, rein 
arithmetischen Behandlung zug5inglich werden. 
Vermoge der Beziehung (2.5) bzw. (2.9) ist das Problem auf die 
Berechnung der Werte 
[*(2k,A), kEN, fiirf=f, 
L*(2k+l,A), kEN, fi.irf=fp,, 
(2.11) 
zurtickgeftihrt. Die Schwierigkeiten bei der geschlossenen Summation 
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der entsprechenden Reihen liegen in den einschrankenden Summations- 
bedingungen 
9EGf und 9mod” E, 
in den Darstellungen (2.6) und (2.8) fiir {*(s, A) bzw. L*(s, A). Von der 
ersten dieser Bedingungen werden wir uns sogleich durch Anwendung 
einer Idee von Dedekind [5], [6] vergleichsweise leicht befreien. Die Behe- 
bung der zweiten Schwierigkeit wird den grbl3ten Teil der §CJ 3 und 4 in 
Anspruch nehmen. 
DEFINITION. Sei A eine Ringklasse modulo fund c E A-‘. Dann hei& 
die fiir Re (s) > 1 vermbge 
@,A) = N(c)” c* ~ i,;2F”E: ,N:9)1’= N(cf)s score, IGJ), s (2.12) 
erklarte Funktion [(s, A) die “(erweiterte) Zetafunktion der Ringklasse A”. 
Der Stern am Summenzeichen bedeutet stets, dal3 der Wert 9 = 0 aus- 
zulassen ist. Sei A eine Ringklasse modulo fpm und c E A-‘. Dann hei& 
die fiir Re (s) > 1 vermiige 
(2.13) 
erklarte Funktion L(s, A) die “(erweiterte) L-Funktion der Ringklasse A”. 
Wie man leicht sieht, ist [(s, A) bzw. L(s, A) von der speziellen Wahl 
von c E A-’ unabhangig. 
SATZ 1. Sei x ein eigentlicher Charakter vom Fiihrer J Dann gilt fiir 
Re (s) > 1: 
Us, x> = c x(-WX~, -4. (2.14) 
AER, 
Sei x ein eigentlicher Charakter mit dem Fiihrer fpm. Dann gilt fiir 
Re (s) > 1: 
Us, xl = f,. z, x(AV& 4. (2.15) 
m 
Beweis. Wie ftihren den Beweis nur ftir (2.15). Der Beweis fur (2.14) 
verlauft vollkommen analog. Sei 0.b.d.A. c E A-’ ein ganzer Divisor. 
Dann haben wir 
Man kann leicht zeigen, da13 der grol3te gemeinschaftiiche Teiler einer 
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beliebigen Zahl 9 E fI, mit dem Ringfiihrer f existiert und gleich einer 
natiirlichen Zahl t ist. Daher konnen wir schreiben 
&,A) = 1 N(c)” c* 2!!!zQ- 
‘If ;1~~:~IN@)1” 
(2.17) 
(%f)=r 
Darin betrachten wir die inneren Summen fiir t I$ Setzen wir darin 
f=ff*,9=t90, 
so gilt, da c zu f, also such zu t, prim ist: 
cp, 9 E Df, @,f) = t * cpo, QOEDfo, sJiJ> = 1. 
Wegen IN(g)1 = t21N(&,)l und q(t) = 1, q(9,) = q(9), haben wir also 
N(c)” c* r(9) - __ N(c) 
ils,ze “E’f k’W1” - 
____ - 
tZS 7. 
(%f)=t 
c~so&~~;~lJ~;~;, s - [Ef;Z3Ef’ L*t% Aoh 
do, /o;= 1 
wo A;’ die c enthaltende Divisorenklasse von D,, bezeichnet. Setzen 
wir dies in (2.17) ein, so erhalten wir 
L(s, A) = c (2.18) 
tfo=f 
Mit (2.18) ist nun 
-t- c CEfo : Ef’ c x(A)L*(s, A ) 
tZS 0. 
(2.19) 
‘?*;+=,I A E %P, 
Man zeigt leicht unter Verwendung der Orthogonalitatsrelationen ftir x 
und unter Beachtung der Voraussetzung, daB x ein eigentlicher Charakter 
mit dem Fiihrer fpm ist, da13 die Summe rechts in (2.19) verschwindet. 
Zusammen mit (2.9) liefert dies die Behauptung (2.15). 
Bemerkung. Die Behauptungen von Satz 1 finden sich such in der 
Monographie [21] von C. Meyer. Ein Beweis wird jedoch nur fiir den 
bereits von Dedekind [6] behandelten Fall eines imaginarquadratischen 
Zahlkorpers angegeben. Dieser Beweis ist jedoch nicht ganz korrekt, 
da der Unterschied zwischen -0, und R, (in unserer Bezeichnungs- 
weise) nicht beachtet wird. An anderer Stelle ([22], S. 171) wird zudem 
fur den Zusammenhang von [(s, A) und c*(s, A) eine Formel angegeben, 
welche allgemein nur ftir imaginarquadratische K&-per richtig ist, nicht 
jedoch fur reellquadratische Kbrper, wie dort irrtiimlicher Weise behauptet 
wird. Die richtige Formel lautet analog zu (2.18): 
&s, A) = c ‘Ef;;sEf’ 5*(s, A,). 
tfo=f 
(2.20 
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Unser Problem ist durch Satz 1 zuriickgeftihrt auf die Aufgabe, anstelle 
der Werte (2.11) die Werte 
((2k,A), keN, fi.irf=f, (2.21) 
L(2k+l,A), keN, fiirp=fp,, (2.22) 
zu bestimmen. Den Werten (2.21) ist $ 3, den Werten (2.22) der $ 4 
gewidmet. 
3. DIE WERTE 5(2k, A) 
In Anlehnung an C. L. Siegel [29] fiihren wir eine Hilfsfunktion f(z, s) 
ein, welche folgendermaDen erklart ist : Es sei r = x+ iv eine Variable 
aus der oberen komplexen Halbebene $j, d.h. y > 0, und s = a+ it eine 
zweite komplexe Variable, fur welche zunachst cr > 1 angenommen sei. 
Fiir diese Werte von z und s ist f(r, s) definiert durch die Reihe 
(3.1) 
wo der Strich am Summenzeichen bedeutet, da13 das Paar (0, 0} aus- 
zulassen ist. 
Fur festes z ist die Reihe (3.1) in jeder Halbebene G 2 cre > 1 absolut 
und gleichmalhg konvergent und stellt daher fur d > 1 eine holomorphe 
Funktion der komplexen Variablen s dar. Betrachtet man hingegen s mit 
0 > 1 als fest, so ist y-‘f(r, s) eine in jedem Kompaktum der oberen 
Halbebene absolut und gleichmafiig konvergierende Eisensteinsche Reihe 
und la& sich als Spezialfall unter die vornehmlich von H. MaaD [18], 
[19] untersuchten nichtanalytischen Modulformen zur elliptischen 
Modulgruppe subsumieren. Es gilt namlich der 
HILFSSATZ 1. Sei M = aB 
0 YS 
eine beliebige Matrix mit a, /I, y, 6 
ganzrational und a6 - By = f 1. &fit M definieren wir eine Abbildung 
z-42 
der oberen Halbebene fi auf &, indem wir setzen 
f= 
az+j3 
-fiira~-~y=l,Z=a~~fiira~-~y=-l. 
yt+6 
(3.2) 
Dann gilt fiir z E 5j, 0 > 1, stets 
se, 4 = f(r, s>. (3.3) 
Der Beweis von Hilfssatz 1 ergibt sich leicht durch direkte Rechnung 
und sei daher hier unterdrtickt. 
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Sei A eine feste Ringklasse module fund cJ ein Ringideal aus A-‘. 
Man zeigt leicht, daJ cf E A-’ speziell so gewahlt werden kann, daD cf 
eine Basisdarstellung von den Form 
Cf = {P, I>, P > P’ 
besitzt. (Ein Strich bedeute stets die Ausiibung des nichtidentischen 
Automorphismus von k.) 
Mit p und 1 bilden such erp und E, eine Basis von cf, d.h. es gilt mit 
ganzrationalen ~1, /?, y, 6: 
E/P = ap+8, +p’ = ap’+p, 
Ef = yp+& E; = yp’+S; 
(3.4) 
ad-/Q = N(E/) = +l, (3.5) 
aP+B ap’+8 
P= 
YP+a’ 
p’=-. 
yp’ +s’ 
(3.6) 
&f--E> = (yp-p’)*y > 0. 
Die auf diese Weise erklarte Matrix M = 4 
0 YJ 
ist von der in Hilfssatz 1 
vorausgesetzten Art. 1st a6 - /3r = N(c~) = 1, so stellt 
(3.7) 
eine hyperbolische Abbildung aus der elliptischen Modulgruppe mit den 
Fixpunkten p’ und p dar, bei der alle Kreise durch p’ und p in sich 
tibergehen. Ist hingegen ct6 - /?r = N(E~) = - 1, so stellt 
a?+P 
t=-.-- 
ys+s (3.8) 
eine konforme Abbildung der oberen Halbebene $ auf sich unter Umlegung 
der Winkel mit den Fixpunkten p’ und p dar. Dabei geht jeder in !?J 
gelegene Kreisbogen mit den Endpunkten p’ und p iiber in denjenigen, 
der entsteht, wenn man das in J3 gelegene Komplement des ursprtinglichen 
Kreisbogens an der reellen Achse spiegelt. In jedem der beiden Falle 
geht jedoch der Orthogonalkreis durch p’ und p in sich iiber. Wir ftihren 
die neue Variable u durch die Transformation 
2-p’ u=i- 
2-p’ 
T _ pu-ip’ 
u-i 
ein. Unter (3.9) gehen p’ in 0, p in co und der in qj gelegene Orthogonal- 
halbkreis H mit den Endpunkten p’ und p in die positive reelle Halbachse 
iiber. 
Von nun an nehmen wir an, da13 r auf H gelegen, d.h. daD u positiv sei. 
Dann rechnet man unter Verwendung von (3.4) bis (3.6) leicht nach, daD 
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sowohl fur (3.7) als such fur (3.8) 
a t-p' 
i 
r-p' 
u-?-p 
;IT = D(Q,z,p',p) = E; > 1 (3.10) 
gilt. Insbesondere liegen also die vier Punkte 2, r, p', p in dieser Reihen- 
folge zyklisch auf H, d.h. z^ liegt rechts von T. Wir fiihren nun den reellen 
Parameter 1 ein, indem wir fur z E H 
A= log ZJ = log 
( > 
i r-p’ 
7-P 
(3.11) 
setzen. Die Umkehrung 
(3.12) 
liefert eine Parameterdarstellung von H. Der nichteuklidische Abstand 
&~I, rl) zweier Punkte r1 und z2 auf H, zr rechts von TV, ergibt sich zu 
d(z,, 3) = log D(T,, 72, p’, p) = log z = I, --AZ, (3.13) 
und speziell sit stets fur 
cqt, 7) = log Lqt, z, p', p) = ;i - A = 2 log Ef. (3.14) 
Gehen wir nun fur r auf H mit der Parametersubstitution (3.12) in 
f(r, S) ein, indem wir etwa 
id4 = s(A s> = f(? 4 
schreiben, so geht die Behauptung (3.3) von Hilfssatz 1 tiber in 
g(A +2 log Ef) = g(l) = g(A). (3.15) 
Mit anderen Worten: f((z, S) ist auf H als Funktion von 1 periodisch mit 
der Periode 2 log af und ISi& sich fur festes s in eine Fouriersche Reihe 
f(r, s) = g(i) - kEz co ak enik(Ai’ogEf) (3.16) 
beziiglich I entwickeln. Hinsichtlich der Koeffizienten a, gilt der 
HILFSSATZ 2 (SIEGEL). Die Koefizienten der Fourierschen Reihe (3.16) 
sind gegeben durch die Ausdriicke 
undfiir k =f= 0 
(3.17) 
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Darin bezeichnet tir den Heckeschen GrGjencharakter, welcher fiir Haup- 
tringideale 90, vermiige 
$k(Qq) = I)#) = f 22 
I I 
(3.19) 
undfiir Nichthauptideale af E gf (‘) durch geeignete Fortsetzung (siehe [13]) 
erkldrt ist. ((s, tin, A) bezeichne die “(erweiterte) Zetafunktion der Ring- 
klasse A mit dem Gropencharakter +i’, welche durch 
dejiniert ist. 
as, $n, 4 = J/n l <C/) NC,) (3.20) 
Zum Beweise von Hilfssatz 2 vergleiche man C. L. Siegel [29], wo der 
Hilfssatz zwar nur fiir absolute Idealklassen bewiesen wird, was aber 
keine Vereinfachung der Beweistechnik bedeutet. 
KOROLLAR (HECKESCHE INTEGRALDARSTELLUNG). Fiir &s, A) haben wir 
die ftir Re(s) > 1 giibige Darstellung 
(3.21) 
wo 1, einen beliebigen, aber fest gewiihlten Parameterwert bezeichnet. 
Da f(z, s) wegen Hilfssatz 1 such unter der speziellen parabolischen 
Substitution z + t = z+ 1 invariant ist, ist f(7, s) beztiglich 7 periodisch 
mit der Periode 1 und llgt sich in eine Fouriersche Reihe beziiglich x 
entwickeln. Es gilt 
HILFSSATZ 3. Fiir Re(s) > 1 ist 
(7, s) = 2y”l(2s) +2y’-S 
+ AS 8y1/2 5 
Us) 
n S-(1’z)ol-2s(n)K,-~,,2,(2nny) cos (2nnx). (3.22) 
n=l 
Darin ist, wie iiblich 
a,(n) = C d’ 
gesetzt, wiihrend K,(z) die zweite L&sung der modjizierten Besselschen 
Di#erentialgleichung bezeichnet. Die Reihe in (3.22) konvergiert gleich- 
maJig in 7 und s fiir 7 aus einem beliebigen Kompaktum in $3 und s aus 
einem beliebigen Kompaktum in C. 
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Ein Beweis von Hilfssatz 3 1aDt sich z.B. leicht in Anlehnung an P. T. 
Bateman und E. Grosswald [3] finden, wenn man den von C. L. Siegel in 
[29] diskutierten Zusammenhang der Funktionf(r, s) mit der Epsteinschen 
Zetafunktion beachtet. 
Wir fiihren noch homogene Variable wl, o2 ein: 
und definieren ftir natiirliches h 
‘* = 02 (3.23) 
Diese in jedem Kompaktum von sj absolut und gleichmaBig lconver- 
gierenden Fourierschen Reihen (zweite Darstellung) sind in der ersten 
Darstellungsweise im wesentlichen Lambertsche Reihen in e2nir, weswegen 
wir die Funktionen F2,,+ 1 
( > 
z: kurz “Lambertsche Reihen” nennen wollen. 
Der Grundgedanke unserer weiteren Uberlegungen besteht nun 
(ahnlich wie bei der Herleitung der Kronecker-Heckeschen Grenzformel) 
darin, daB wir die Reihe (3.22) in die Heckesche Integraldarstellung (3.21) 
einsetzen. Urn das Integral ftir gerades nattirliches s geschlossen berechnen 
zu kiinnen, mtissen wir jedoch den Integranden im Hinblick auf die 
Integrationsvariable 1 geeignet unformen. Nachdem dies unter Ver- 
wendung der Lambertschen Reihen (3.23) geschehen ist, konnen wir die 
Integration leicht ausftihren. Wir beweisen zunachst zwei Hilfssltze. Im 
Hinblick auf die Parameterdarstellung (3.12) des Halbkreises H wahlen 
wir ftir r auf H speziell 
01 = al(A) = peAj2- ipre-A/2, m2 = w2(L) = eAi2- ie-“12. (3.24) 
Sodann setzen wir noch zur Abkiirzung 
N(cJ(d,)+ = D. 
HILFSSATZ 4. Die Zahlen a;:; seien fiir IC > 0, p 2 0, definiert vermiige 
p! (K-V)! 
dK) = 
-L fiir 0 $ v 5 p, 
P, y (K-p)!(p-v)! V!  2’7 (3.25) 
0 fiir v < 0 oder p < v. 
Sei ferner C eine beliebige reelle Konstante. Dann gibt es wohlbestimmte 
rationale Zahlen 
b;:,v=o,l,..., p, 
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derart, daJ 
und ah] aujerdem 
b(‘) = 0 fur v f ~1 (mod 2). a.v (3.27) 
Beweis. Wir leiten zunachst zwei Rekursionsformeln ftir die Werte 
(3.25) her, die wir im weiteren Verlauf des Beweises benbtigen. Es gilt 
nlmlich 
(K) a,+,,, = y aj$+aE?-,. (3.28) 
Zum Beweise von (3.28) unterscheiden wir mehrere Falle: 1st v < 0 
oder v > ,u+ 1, so ist (3.28) trivialerweise erfiillt. Im Falle v = 0 reduziert 
sich die Behauptung (3.28) auf 
a(K) - __ K--C1 (E) 
p+1,0 - 2 $4 0 
und im Falle v = ,u+ 1 auf 
(IO (I) ap+i,p+l = ar,p. 
Beide IdentitBten sind erfiillt, wie sich durch Einsetzen der Definition 
filr uj;j, sofort ergibt. Bleibt schlieDlich der Fall 0 < v S ,u. Dann haben 
wir 
K-P-V (IO 
___ ~,,,+~~?-l 2 
= (lc-p-V)!(K-v)! 1 jJ!(Jc+l-v)! 1 
(K-p)!(p--v)!v! 2p+l-” +(K-~)!(~+l-v)!(v-l)! 2c+l-” 
= {(K-~-v)(~+1-v)+V(K+1-v)}~!(K-v)! 1 
(K-#u)!(p+l-v)!v! p+l-Y 
(/A+l)!(rc-v)! 1 
= (Ic+++))!(p++-v)!v!~ = aFl+ 
womit (3.28) vollstandig bewiesen ist. 
Wir benotigen ferner die Rekursionsformel 
(p+$+K = l+-/J+l) (x) P.V 2 ap-l,“~ 
(3.29) 
Wir bemerken, daB (3.29) ftir v < 0 und p 6 v trivialerweise erftillt ist. 
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Sei daher 0 5 v < p. Dann haben wir 
w--vbf$ = (P--V> (K-;;!y-Iy), v, & 
.  .  
= AK-P++) 
(p-l)! @c-v)! 1 _ 
---c AK-P++) CK) 
2 (K-(/P-l))!(/P-l-v)‘v’2~-1-v 2 ap-l,vT . . 
was zu beweisen war. 
Wir beweisen nun Hilfssatz 4 mittels Induktion beztiglich p. Wir 
notieren noch die (durch elementare Rechnungen erhaltlichen) Formeln 
Sei p = 0. Dann ist (3.26) gleichbedeutend mit 
ak)o& eiCr = bt)o& eiCr. 
Dies ist erfiilIbar, indem wir wahlen 
bb”‘, = @‘o = 1. 
Beziiglich Behauptung (3.27) ist nichts zu beweisen. 
Sei ,u = 1. Hier ist 
K 
u’;r’o = -, ug = 1. 
2 
Die linke Seite von (3.26) lautet daher in diesem Fall: 
K _ o;-l~2eiCr+cDo;-2eiCf. 
2 
(3.31) 
Ftir die rechte Seite erhalten wir unter Verwendung der Formeln (3.30): 
= by’,& eiCr+ by’, 
( 
! t  (&- la2 eiCr+CDo;-2 eiCz 
’ 2 > 
9 
sodal (3.26) erfiillt ist, wenn wir 
by’,=O,bp)l=l (3.32) 
wahlen. Offenbar gilt dann such (3.27). 
Sei nun p 2 1 und (3.26) sowie (3.27) fur alle vorderen unteren Indizes 
von 0 bis p erfiillt. Dann differenzieren wir die Beziehung (3.26) und 
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erhalten fur die linke Seite unter Verwendung von (3.30): 
v=o 
-2 u~?(CD)VW;-(P- 1)-v@- 1 -v&Cc 
c+1 
+ “go a:?- d’W wz v tc-(fl+l)-v-p+l-veiCr 02 
wo in der letzten Summe v durch v - 1 ersetzt wurde und wegen aE)- 1 = 0 
von v = 0 an summiert werden kann. Da such aEb+l = 0 ist, kiinnen 
wir in der ersten Summe gleichfalls bis p+ 1 summieren und erhalten, 
indem wir die erste und die dritte Summe zusammenfassen, unter 
Beachtung von (3.28) und (3.29) fur die Ableitung der linken Seite 
von (3.26) : 
y a~~l,v(~~)VWIC,-~II+l)-v~f;+l-veiCI 
v=o 
+ /&c-~+l)“-’ 
4 “To a:? I, v(CD) 02 
v rc-(r-l)-v-jt-1-v&Ct 
02 (3.33) 
Auf die letzte Summe wenden wir nun die Induktionsvoraussetzung fiir 
fi - 1 an und erhalten, indem wir beachten, da13 der entstehende Ausdruck 
fi.lr (3.33) gleich der Ableitung der rechten Seite von (3.26) ist, die 
Beziehung : 
pt.1 
c a~~l,v(CD)“o’C,-(“+l)-“~C;+l-“eiC” 
v=o 
Setzen wir nun in (3.34) 
b(K) 
fl+1,0 = - 
‘(‘-;+‘) b($,,, (= 0 fur gerades p), (3.35) 
b(K) p+l,p = btL-1 (= 0 nach Induktionsvoraussetzung), (3.36) 
b(K) b(K) = 
p+1,/4+1= fi,fl *** = 0,o = 9 bcK) 1 (3.37) 
bl”!l,y = b$, - ‘(’ -; + ‘) b:l 1, v fiir 0 < v c p, (3.38) 
so haben wir schliel3lich mit p-t 1 anstelle von p: 
P+l P+l 
c a’,“!~,,(cD) 02 
v r-(p+l)-v--p+l-v iCr 
02 e 
v=o 
= “go b$‘--1.v $ WhiCr). 
Wir prtifen noch nach, ob such (3.27) fiir p- 1 erftillt ist. Fiir v = 0, 
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p und p+l folgt (3.27) unmittelbar aus (3.39, (3.36) und (3.37). Da in 
(3.38) die Paare (p+ 1, v}, {p, v- I} und {p- 1, v} jeweils samtlich 
entweder von gleicher oder von ungleicher Paritat sind, so folgt (3.27) 
such fiir 0 < v < p aus (3.38) nach Induktionsvoraussetzung. Damit ist 
Hilfssatz 4 vollstandig bewiesen. 
HILFSSATZ 5. Fiir z auf dem Orthogonalhalbkreis H gilt mit der in (3.24) 
getroflenen speziellen Wahl von q und w1 die Identitiit 
23-Zk 
+ DZk- ‘l-(2k) Re [{$!j (2 - (21)2)}F,-, (z:)]. (3.39) 
wo wir fiir k = 1 das rechts auftretende Produkt durch den Wert 1 verein- 
baren wollen. 
Beweis. Wir setzen in (3.22) speziell s = 2k und schreiben das Ergebnis 
in der Form 
f(r, 2k) = 2yZkr;(4k) + y ’ - 2k ‘(‘)$;- ‘) [(4k - 1) 
+ G Re [ f (2xn)2k-1(4ny)fK,,_~(2nny)~,-~k(n)e2”’N]. (3.40) 
n=l 
Urn diesen Ausdruck weiter umzuformen, beachten wir, da13 auf H 
y = y(J) = p-pr = NC/) (d/Y D 
e”+e-” 0,(4>0,0 - wzz2 
(3.41) 
gilt. Ferner ist 
(4k-2)! 
r($)r(2k-3) = 22-4k~(2k- = 21-2kna$tt$. (3.42) 
Und schlieSlich haben wir unter Verwendung von ([30], S. 80) 
K,++(z) = E 
0 
+e-’ i 
(n +r)! 
,=or!(n-r)!(2z) 
die Identititen 
(2nn)2k-1(4ny)fK2k_t(2Kny) eZninx 
(3.43) 
Zk-i 
= z. v!,2~~~~‘y~~~-l-, (2~n)vyY-(2k-1)e2ninr 
= 1 ytol a14~~?(2AnD)‘(~2~2)2k- 1 -” ezninr. 
DZk- 1 
(3.44) 
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Unter Beachtung von (3.41), (3.42) und (3.44) bekommen wir nun anstelle 
von (3.40): 
ftr, W = 2 c+k &W 
2 2 
23 - 2kn. 
+ DZk-’ l-(2k) 
Re [~~~~~b(0~~~)‘~-~31;(4k- 1) 
+ “zl O1-4kh) ;goi a~4~~~~(271nD)Y(~~~~)~~-~-” ezninr]. (3.45) 
Auf (3.45) wenden wir nun Hilfssatz 4 an mit K = 4k - 2 und p = 2k - 1. 
Man tiberzeugt sich leicht, daB es wegen der gleichmXGgen Konvergenz 
der durch fortgesetzte Differentiation nach I entstehenden Reihen 
mijglich ist, Reihensummation und Anwendung des Differentialoperators 
zu vertauschen. Dann erhalten wir 
(3.46) 
Wir ftihren noch die Bezeichnung 
(-l)k-l-rS&l = b~$‘L--12)21+1, I = Q , 1 9 * * -3 k-l, (3.47) 
ein (die iibrigen b$it12t , sind wegen (3.27) Null): 
(7, W = 2 to ; 
2 2 
)2k lXW -i- D2;:;;;kj . 
k-l 
Re 
dz’+’ 
c (- l)k-l-lS~?I-I do 
I=0 
j1;(4k- 1) 
(3.48) 
Nach Hilfssatz 4 gilt nun speziell ftir C = 0: 
k-l 
agi-~~(02z2)2’- l = I;o (-l)k-l-‘S&I dg fiJy2. (3.49) 
Wie man leicht durch Ausmultiplizieren bestltigt, ist 
02 
4k-2 = 
(e”’ -ie-A/Z 4k-2 1 
= (-l)k{$I(-l)r(~~I~~) 2 sinh ((2r-1)IJ 
+i~$(-l)‘(2~~~~2r)2cosh(2rI)+i(~~~~)}. (3.50) 
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Die rechte Seite von (3.49) ergibt sich daher zu 
*2 cash ((2~ 1)L) + i C (- 1) :r: r(2kY..2r)* 
k-l 
.~~~(-1)k-‘-‘S~~1,-,(2r)z”12sinh(2r~) . 
> 
(3.51) 
Da nun in (3.49) die linke Seite reel1 ist, folgt, da13 such rechts (und d.h. 
such in (3.51)) der Imaginarteil identisch in 1 verschwindet. In (3.51) 
stehen ganze Funktionen in A, die zweite Summe verschwindet daher 
fur beliebiges komplexes 1. Fur rein imaginares L stellt diese eine nur aus 
endlich vielen Gliedern bestehende identisch verschwindende trigono- 
metrische Reihe dar, deren KoefIlzienten daher nach dem Eindeutig- 
keitssatz notwendig alle gleich Null sind. Wir erhalten daher, wenn wir 
beachten, da13 infolge (3.37) 
sbk) = b$.K-12ik- 1 = 1 
gilt, fur die Zahlen S(f), 1 = 1,. . . , k - 1, das aus k - 1 Gleichungen 
bestehende inhomogene lineare Gleichungssystem 
(22)k- 1_ $$O)k-2 +$)(22)k-3 -q . . . +(-l)k-‘S$?r = 0, 
(@)k-+$O(42)k-2 +~$k)(@)k-3~ . . . +(-l)k-lSi?l = 0, (3.52) 
. . . 
(22(k-1)2)k-1 -S(ik)(22(k-1)2)k-2 
+Sp(22(k-1)2y-3~ . . . +(-l)k-lS~?l = 0. 
Nun bedeutet (3.52) aber offenbar nichts anderes, als dal3 die Zahlen 
22, 42, 62,. . . , (2(k - 1))’ (3.53) 
die samtlichen paarweise verschiedenen Wurzeln der algebraischen 
Gleichung 
P(z) = zk-l- SjWzk-2+S$k)Zk-3f . . . +( - l)k-%& = 0 
sind. Also sind die Koeffizienten S(ik), . . . , Si? 1 gerade die mit den Zahlen 
(3.53) gebildeten elementarsymmetrischen Polynome. Da iiberdies 
k-l 
&> = p1 k-m2) 
gilt, k6nnen wir 
k-l 
schreiben. Dann folgt aus (3.48) und (3.23) die Behauptung (3.39), womit 
Hilfssatz 5 bewiesen ist. 
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Wir setzen nun (3.39) in (3.21) ein und erhalten 
w, 4 = I,(&) +~*(hJ 
mit 
(3.54) 
Es ist, wie man leicht durch wiederholte partielle Integration nachrechnet : 
s dl coshZk(l) = 1 ‘il { ~~ ,fF;F2v} cosht$!~!lj(~) + Konstante. 2k,,, v=. 
Damit ergibt sich, indem wir von nun an 1 statt Iz, schreiben: 
k-l I 
Zl(n) = Konstante * C 
I I=o 
tgh(4 X ___~ 
cosh2(k-1-*)(J) A’ 
(3.55) 
Da wir im Ausdruck fiir Z*(A) die Bildung des Realteiles und die 
Integration miteinander vertauschen kbnnen, erhalten wir 
Wegen 
d d 
ca=iiA 
kiinnen wir noch den Differentialoperator und die Bildung der Differenz 
vertauschen und erhalten : 
Z,(i) = ‘I;-; &&l-4k N(ql-Zk d2 
{ I=1 (&’ 
“li 
(21)2)} Re ~4k-1(:;)[]9 
(3.56) 
wo wir noch die Bildung des Realteils und den Differentialoperator 
miteinander vertauscht haben. 
Nun gilt, wie man unter Verwendung der Formeln (3.4), (3.14) und 
(3.24) durch eine kurze Rechnung leicht bestatigt : 
a44 +Pa2(9 = 4) 
yw*(4 + h-44 = w*(I) > 
falls N(E~) = + 1, 
aO,(X) +~~z(~) = q(;I) 
)6,(X) + SC&(X) = cot(R) > 
falls N(E,) = - 1. 
(3.57) 
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Daher ist zunachst fur N(E,) = 1: 
mit 
M= Up 
0 
y6 $41 =I. 
Im Falle N(E/) = - 1 nutzt man aus, da13 in (3.56) der Realteil zu bilden 
ist, indem man auf die Definition der Lambertschen Reihen zuriickgeht 
und in den eckigen Klammern zum konjugiert Komplexen iibergeht. 
Dann erhalt man: 
mit 
Damit haben wir in beiden Fallen die weitere Berechnung von 12(A) 
zurtickgefiihrt auf die Untersuchung des Verhaltens von Fak-r 
unter einer hyperbolischen Modulsubstitution M der elliptischen Modul- 
gape. 
DEFINITION. Es sei B,,(x), IZ = 0, 1, 2,. . . , das n-te Bernoullische PoIynom 
in der Normierung von Norlund (1231, S. 17), und fur reelles x 
P&)=&(x-[X-J, (n=0,1,2 )...) 
die periodische Fortsetzung desselben aus dem Einheitsintervall auf die 
reelle Achse. Seien ferner 6 und y > 0 ganzrational mit (6, y) = 1. 
Dann sind die “verallgemeinerten Dedekindschen Summen” S$:)(G,y) 
erklart vermijge 
S~‘(d,y)=~~~~~~P.~~)P,.-.(~),neN,m=O,l,..., 2n. (3.60) 
HILFSSATZ 6. Es sei z = 22 E 8 und 
M= ;i 
0 
ein Element der homogenen elliptischen Modulgruppe mit y > 0. Dann 
gencgt die Lambertsche Reihe 
F 2h+l 
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der Transformationsformef 
- %! 2@, Y) (PI + am21 
Zh+l-m m-l 
02 - (3.61) 
Lambertsche Reihen von der hier auftretenden Art sind hinsichtlich 
ihres Transformationsverhaltens erstmals von T. M. Apostol in [I] 
untersucht worden; der auf einer Methode von Mellin [20], und Rade- 
macher [24] beruhende, im wesentlichen von der Mellin-Transformation 
und den Eigenschaften der Hurwitzschen Zetafunktion Gebrauch 
machende Beweisgedankengang wird jedoch nur skizziert. Die von 
Apostol angegebene Formel ist nicht korrekt.* Bodendiek [4] gibt noch 
einen Beweis, welcher die schone Methode von C. L. Siegel [28] verwendet. 
Wir wlhlen nun in der Transformationsformel (3.61) fur h speziell 
2k- 1 und gehen damit in die Gleichung (3.56) ein, wobei wir bemerken, 
da13 wir wegen (3.58) und (3.59) bei der Anwendung der Transformation- 
formel die FSille N(q) = 1 und N(s/) = - 1 nicht zu unterscheiden 
brauchen. Dann erhalten wir 
I 
2 
(Aj = _ 2 (2~2>2k(4N~f)~’ - 2k 4k 
c 
(4k)! T’(k)Jd, m=O 
(-0” 
Im [(ye,(A) +&J,(~))~~-~-?o~(~)~-~]. (3.62) 
Damit stehen wir vor der Aufgabe, die Werte 
Im [(yo,(~) +&o,(J))~~- l -“w2(~)“- ‘1 (3.63) 
fur m = 0, 1,. . . ,4k zu bestimmen. Dabei ist nun nach (3.57) 
Y~l(4 +J~2w = 
02Gx falls N(E/) = 1 
o,(;z), falls N(q) = - 1. 
(3.64) 
Dies la& sich such in der Form 
p,(i) +6w2(4 = exj2 - iN(sf) e-‘12 = E, eAj2 - iN(e/)e;’ es2j2 (3.65) 
schreiben. 
* Die richtige Formel sowie ein sehr kurzer Beweis findet sich in Sh8 Iseki. The trans- 
formation formula for the Dedekind modular function and related functional equations. 
Duke Marh. J. 24 (1957), 653462. 
4 
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Wir betrachten zunachst den Fall, da8 1 5 m 2 4k- 1. Dann erhalt 
man leicht durch einfaches Ausmultiplizieren : 
(yol(~)+6W2(q)4k-1-mcB2(~)m-1 
Indem wir in der letzten Summe r durch k-r ersetzen, erhalten wir 
k-l 
Im[(yoi(L) +6w2(~))4k-1-mW2(~)m-1] = C (- l)k-r . 
r=l-k 
und wir bekommen weiter unter Beachtung von (3.52): 
(3.66) 
Ersetzen wir in (3.66) p durch m- 1 -p, so erhalten wir: 
Tm[(yo,(~)+602(r2))4k-1-mWZ(IZ)m-1] = -22(k-1) . 
Bilden wir das arithmetische Mittel von (3.66) und (3.67), so erhalten wir 
fiirm = 1,. . . ,4k- 1 die Beziehung 
Im[(ro,(~)++6W2(A))4k-1-“02(~)m-1] = -22k-3 . 
. T2(k)2$j1 m-l 4k-1-m 
Ir=o ( ~ )(2k-~-~)N(e;+‘)Sp(e:‘t1-m). (3.68) 
Wir sehen, daB (3.68) von A nicht mehr abhangt und eine (ganz-) rationale 
Zahl darstellt. 
Damit verbleiben von (3.63) die Falle m = 0 bzw. m = 4k. Da in 
(3.54) noch Z,(A) auftritt, kiinnen wir nicht erwarten, da13 (3.63) fur 
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m = 0 bzw. m = 4k nicht mehr von 1 abhangt. Es empfiehlt sich daher, 
jetzt von der freien Wahl von I Gebrauch zu machen und den Gren- 
ziibergang L -+ GO zu betrachten. Aus 
lim tgh(;l) = 1 
a-cc 
folgt 
Iim td-44 A o 2(k-1-Z)(l) I= fiirl=O,l,..., k-l, .I-+ m cash 
sodaB wir aus (3.55) auf 
schlieDen kbnnen. 
lim II(l) = 0. (3.69) 
1-Q) 
Nun betrachten wir (3.63) fiir m = 0: Dann haben wir zunlchst auf 
Grund einer Hhnlichen elementaren Rechnung wie friiher: 
Nun sei 0 < ,I, 5 ;I. Dann kijnnen wir 
1 ___ = “~o(-l)‘e-2’” 
1 +em2” 
schreiben und erhalten so 
mit 
2k-1 
co = (-1)"~' #go (-1)" N(E;)E:~- l -2": 
Damit bekommen wir nun (wieder unter Beachtung von (3.52)): 
und es folgt 
= 22(k-1)r2(k)251(- l)Py;1)N(Eu,)EF-1-2~a (3.70) 
p=o 
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Fiir m = 4k verfahren wir ganz analog. Wir haben 
Im 
[ 
02(A)4k - l 1 1 PlW + 6w,(;l) = lf8;4e-21’ 
Sei wieder 0 < 1, 5 /2. Dann kijnnen wir 
schreiben und erhalten so 
Im 
[ 
o,(1)4k- 1 
v%w+~~,(a 1 =,=tek c,* es2’” 
mit 
2k-1 
Wie frtiher erhalten wir schlieglich 
= 2’(*-L’T’(k)~~~(-l)~(4~~~)N(bil~~:r+1-1*. (3.71) 
Wir fassen nun unsere Teilresultate zusammen, indem wir mit (3.68) 
(3.69), (3.70) und (3.71) in (3.62) bzw. in (3.54) eingehen. Da, wie man 
leicht nachrechnet, 
S$,‘(S 9 y) = sgk’(s y) = 1B , 
Y 
4k I 4k 
gilt, kiinnen wir dabei noch (3.70) und (3.71) durch Addition zusammen- 
fassen und erhalten 
Damit sind wir offensichtlich am Ziele: Die in der geschweiften Klammer 
auftretenden Terme sind per definitionem samtlich rationale GrijBen, 
sodal die Rationalitat der Werte rc- 4kd* &2k, A) unmittelbar evident 
wird. Es ist jedoch vom Isthetischen Standpunkt aus etwas unbefriedigend, 
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da13 die Falle m = 0 und m = 4k zu Termen von abweichender Gestalt 
gefiihrt haben. Dieser Schiinheitsfehler 1aDt sich jedoch leicht korrigieren. 
Indem wir p durch 2k - 1 - ,u ersetzen, erhalten wir namlich 
und ferner ist such 
Damit bekommen wir zu guter Letzt den 
SATZ 2. Sei nt die zum Fiihrerf gehorige Ordnung eines reellquadratischen 
Zahlkiirpers k. Die Diskriminante von n, sei d/ und die Basiseinheit von 
0, sei Ed > 1. Sei A eine Ringklasse modulo f und cf ein Ringideal aus 
der inversen Klasse A-’ von der normierten Form 
Cf = {P, 1>9 P-P’ > 0, 
und seien ferner y und 6 erkliirt vermoge 
Ef = yps6. 
Schliejlich bezeichne S$(C?, y), m = 0, 1,. . . , 4k, die in (3.60) ein- 
geftihrten verallgemeinerten Dedekindschen Summen. Dann gilt fiir die 
Werte der durch (2.12) definierten erweiterten Zetafunktion der Ringklasse 
A an geraden natiirlichen Argumentstellen 2k, k E N: 
(3.73) 
Die Werte 
sind rational. 
4. DIE WERTE L(2k+ 1, A) 
Wir bemerken zunachst, da13 wir wegen f = Jjr, in diesem ganzen 
Paragraphen nur den Fall N(.E~) = 1 zu berticksichtigen haben. Wir 
nehmen an, da0 A modulo f und cf = {p, l> E A-’ in der normierten 
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Form des 4 3 fest vorgegeben sei und da13 die Matrix M = aP 
0 Y6 
durch 
(3.4) definiert ist. Wegen N(E,-) = 1 ist M ein Element der homogenen 
elliptischen Modulgruppe. Per definitionem sei 
(4.1) 
Dann ist 
Daher folgt wegen der gleichmtiDigen Konvergenz der Reihen 
Re(s) > 1, 
TESS. (4.2) 
Wir definieren nun die Hilfsfunktionen F(r, S) vermijge 
(4.3) 
HILFSSATZ 7. 1st M = aB 
0 
y6 durch (3.4) fest vorgegeben und F(T, s) 
vermiige (4.3) erkliirt, so gilt mit 
ar+/3 z^ = ___ 
yt+6 
fiir 7 E 5, Re(s) > 1: 
F(?, s) = F(T, s). (4.4) 
Beweis. Zunachst erhalt man leicht durch direkte Rechnung fir 
Re(s) > 1 und z E $3 
Ferner bestatigt man mit Hilfe von (3.4), (3.5) und (3.6), dalj 
(z^-p)(?-P’) = (A2 CT--P)(T-P’) (4.6) 
(4.5) 
Aus (4.5) und (4.6) folgt offenbar (4.4), womit Hilfssatz 7 bewiesen ist. 
Wir wahlen nun fiir T E H die Parameterdarstellung (3.12) und 
schreiben 
G(A) = G(A, s) = F(T, s). (4.7) 
Dann geht die Behauptung (4.4) von Hilfssatz 7 tiber in 
G(1. + 2 log EJ = G(;i) = G(A). (4.8) 
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F(z, s) ist also auf H als Funktion von L period&h mit der Periode 
2 log sf und la& sich fur festes s in eine Fouriersche Reihe 
F(T, s) ;= G(A) - f ah e2nik(A/2 log Ef) (4.9) 
k=-m 
beztiglich L entwickeln. 
HILFBSATZ 8. Die Koefizienten der Fourierschen Reihe (4.9) sind gegeben 
durch die Ausdriicke 
undfiir k + 0 
dy* IY* ((s-t- 1)/2) 
ao = zlog I-(s+l) Us, 4, 
(4.10) 
>( 
I- 
s+l xik 
-++ 
2 2 log &/ 
r(s + 1) +k(cf)L(s> tik, A)* 
(4.11) 
L(s, tik, A) bezeichne die “(erweiterte) L-Funktion der Ringklasse A mit 
dem GrCJencharakter I,!I~)‘, welche durch 
erkltirt ist. 
L(s, $k, A) = I&- ‘(c,)N(c,)” c IClk(Q)q(Q) 
9 ;9:fE, INW 
(4.12) 
Hilfssatz 8 bzw. die entsprechende Aussage fur absolute Idealklassen A 
findet sich zwar nicht in den Siegelschen Vorlesungen [29], la& sich aber 
ohne allzu grol3e Mtihe auf Grund der Ideen, die dort zum Beweise der 
Formel (108) auf S. 166 fiihren, herleiten. Auf einen Beweis sei daher 
hier verzichtet. 
KOROLLAR (HECKESCHE INTECRALDARSTELLUNG). FiirL(s,A) haben wir 
die fiir Re(s) > 1 giiltige Darstellung 
L(s, A) = d;“* (4.13) 
Wir bemerken, daB wir an Stelle von (4.13) im Falle s = 2k + 1 such 
L(2k+l,A) = d;(2k+1)‘2 ~~:~~~~ Re[F(r,2k+l)]dA 
20 
(4.14) 
schreiben konnen, da sowohl die linke Seite als such die Integrations- 
variable 2 reel1 ist. 
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HILFSSATZ 9. Fiir z auf dem Orthogonalhalbkreis H gift mit der in (3.24) 
getroffenen speziellen Wahl von w1 und w2 die Identitiit 
Re[F(r,2k+l)] = 2 
D2k+ 1 
_ 
(w2w2)2k+2 C(4k + 2) 
21- 2kn 
+ Dzkl-(2k +2) Re[i{f$ (2 -(2~)2)}Fa+l(~:)]. (4.15) 
Beweis. Wir bemerken zunachst, da13 
CT--P)(T-P’) = ie 
P-P’ 44 
gilt. Dann haben wir mit (4.3) 
F(z,2k+l) = ‘2 &i(L -i$)f(r,2k+l). (4.16) 
2 
Nach Hilfssatz 3 und (3.43) gilt 
f(t, 2k + 1) = 2yzk+‘&4k +2) +2$;Tl) . 
Damit erhalten wir weiter 
f(z, 2k + 1) = - iy2’[(4k +2) + i 
2-2kn 
r(2k + 2) * 
(4k+l-v)! 
+,-1)!(2k+~~v)!22k-“(2Xn~YY-2k-1e 
- 2 my e2 ninx 
wo in der letzten Summe noch v durch v- 1 ersetzt worden ist. Wir 
verwenden jetzt die in Hilfssatz 4 eingeftihrte Bezeichnung (3.25) und 
machen anschlieI3end Gebrauch von den Formeln (3.28) und (3.29). Dann 
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erhalten wir 
f(r,2k+l) 
2-2k-ln 
= - iyZk&4k + 2) + i ~ 
WW 
+“J c~&)~g2g~1, “(27r?z)vyv-2k-r ,-2nin; 
> 
.2- 2k+ln 
+‘I-(2k+2) 
~5(4kfl)&‘$,, Oy-2k-1 
Nun beachten wir, dal3 gilt: 
D 
Y 
P-P’ D e”-e-“+2i =- T=l=D 
02zij2’ 02 (32 b2r52>2 ' 
Dann erhalten wir nach (4.16), indem wir den Realteil bilden: 
Re[F(t, 2k + l)] = 2 
DZk+ 1 
(fD2G2)2”2 Wk + 2) 
2-Zk-ln 
- D2kl-(2k) 
Re i3&4k + l)a!$! 1 O~~k+‘G~k-’ 
+i~~~~-l-~k(~)~~~~~~~*,d2nnD)*w:k+’-’ij:’-1-Ye’““’ 1 
2-2k+ln 
+ D2’l-(2k +2) 
ifr(4k+l)~~~~~,~o~‘-‘~~~+l 
1 (4.17) 
Dabei sind wir im zweiten Summanden der rechten Seite in den eckigen 
Klammern zum konjugiert Komplexen iibergegangen. Nun wenden wir 
Hilfssatz 4 an mit K = 4k und 1~ = 2k- 1 bzw. p = 2k+ 1. Vertauschen 
wir wieder Summation und Differentialoperator, so erhalten wir 
Re [F(r, 2k + l)] = 2 
D2k+’ 
_ 
(0202yk+ 2 C(4k + 2) 
2-2k+ln 
[ 
Zk-1 
- PI-(2k) 
Re i c b$f?l,v-$ 
V=O 
+ f b-l-4k(n)e2ninr 
n=l 
&C(4k + 1) 
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2-2k+ln 2k+l 
+ PI-(2k + 2) 
Re i c b@,,vgv g(4k + 1) 
v=o 
+nzlc-l -&) 6?2ninr >>I . (4.18) 
Nach (3.27) ist 
b(4k, - b(‘W - 0 
2k 1,~ - 2k+l,v - fiir gerades v. 
Daher definieren wir nun 
(-l)k-rTi!?l = b~;‘$l,21+1 - %i$!!! b$;k&, 2,+1 fi.irl=O,l,..., k-l, 
letzteres wegen (3.37). Dann kijnnen wir (4.18) schreiben in der Form: 
Re[F(z, 2k + l)] = 2 (w’i’;2i+2 ((4k +2) 
2 2 
21 -2kz #I+’ 
+ DZkl-(2k +2) 
Re i i (-l)k-zT~‘?,dF. 
I=0 
. 
1 ( 
CD:k J&4k +1) +&L 1 -z&t) C.2zi”)}]. (4.19) 
Speziell aber gilt, dem Fall n = 0 bzw. C = 0 entsprechend: 
k(4k) ! 
---((32 02 2 (2k)! 22k 
2k-l-2k+l-W2k+liij2k-l _ 2 } - &)‘-‘T1”1, g coik. (4.20) 
I=0 
Wie man leicht durch Ausmultiplizieren bestgtigt, ist 
4k - 
02 
_ (eU2 _ i e-V2)4k 
= (-1)~{~~(-1).(~&) 2 cash W+(;;) 
-i$/-l).(2k+4kFB2r) 2 sinh ((2r-l)A)}. (4.21) 
Die rechte Seite von (3.49) ergibt sich daher zu 
(- l)k{r$l(- lY(2,4~2,.)l~J- l)k-‘Tf‘@92’+1. 
.2 sinh (2rA)-i,iI(-l)f2k>FB2r). 
.,io(- l)k-‘Tj5(2r- 1)“+‘2 cash ((2r- 1)1)}. (4.22) 
Da nun die linke Seite von (4.20) rein imaginzr ist, folgt, da13 such rechts 
(und d.h. such in (4.22)) der Realteil identisch in ;1 verschwindet. Unter 
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Beachtung von TO (k) = 1 erhalten wir mit den gleichen Argumenten wie 
frtiher das Gleichungssystem 
(22)k- T\k)(22)k-1 +T$k)(22jk-2f. . . +(-l)kTP) = 0, 
(42)k-- T$k’(42)k- l+ Tyj(42)k-z + . . . +( - l)?qk’ = 0, 
((2k)2)k- T\k’((2k)‘)k- l+ Ty’((2k)2)k-2 + . . . +( - l)k@’ = 0. (4.23) 
Nun bedeutet (4.23) aber wiederum nichts anderes, als da13 die Zahlen 
22, 42, 62,. . . ,(2k)2 (4.24) 
die slimtlichen paarweise verschiedenen Wurzeln der algebraischen 
Gleichung 
P(z)=zk-Ty)zk-1+T~)Zk-2+...+(-l)kT~k)=0 
sind ; und die Koeffizienten Tik’, . . . , Tik) sind die mit den Zahlen (4.24) 
gebildeten elementarsymmetrischen Polynome. Daher kiinnen wir 
schreiben 
l&- l)k-‘Tp2’1, -g = $ jj ($ 
I 1 
44 
und es folgt aus (4.19) mit der Bezeichnung (3.23) die Behauptung (4.15), 
womit Hilfssatz 9 bewiesen ist. 
Wir setzen nun (4.15) in (4.13) ein und erhalten 
L(2k + 1, A) = Zl&,) +I,(&) 
mit 
Fur Ii(&) erhalten wir, indem wir wieder 1 anstelle von I, schreiben, 
in gleicher Weise wie (3.55) 
Ii(L) = Konstante. i h 
2k+2-2r 
> 
tgh(J) K __~ 
I=o ,zO 2k+l-2r cosh2(k-‘)(A) 1 
(4.26) 
Da wir im Ausdruck fur Z2(L) die Bildung des Realteils und die Integration 
miteinander vertauschen konnen, bekommen wir nach einer nachfolgenden 
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Vertauschung von Differentialoperator und Bildung der Differenz : 
. {h (-$ -WI’)} Re [ihk+($]. (4.27) 
Wegen (3.57) ist analog zu (3.58) 
wo a6-r9y = 1 ist. Damit haben wir die weitere Berechnung I,(L) 
zurtickgeftihrt auf die Anwendung der Transformationsformel (3.61) von 
Hilfssatz 6. Darin wlhlen wir h = 2k und gehen damit in (4.27) ein. Das 
liefert 
Re[(yol(A)++6c02(12))4k+1-m~2(A)m-1]. 
Jetzt haben wir also die Werte 
(4.29) 
{h($ -w)} Re [(~w,(~)+~w,(r2))~‘+‘~*0,(~)*-~~ (4.30) 
fiirm = 0, I,..., 4k + 2 zu bestimmen. 
Sei 1 5 m I 4k+ 1. Dann erhalt man durch Ausmultiplizieren 
(y01(3L)+b~~(;i))4k+1-mW2(qm-1 
Indem wir in der vorletzten Zeile I durch k-r ersetzen, erhalten wir 
Re[(yo,@) + 6~,(r2))~~’ l -m~2(;i)m -I] 
und wir bekommen weiter unter Beachtung von (4.23): 
Re [(~w,(~)++80~(3c))~~‘~-“0~(12)~-~] 
(4.31) 
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Indem wir in (4.31) wieder ,u durch m- 1 -p ersetzen und anschliebend 
das arithmetische Mittel bilden, erhalten wir ftir m = 1,. . . ,4k+ 1 in 
Analogie zu (3.68) die Beziehung 
Re [(p,(L) +~02(~))4k’i-“02(~)m-1] 
=22k-11-2(k+1) C fi;o(m;‘) (?;!;m)Sp(e~+l-m). (4.32) 
(4.32) hHngt nicht mehr von I ab. Wieder ist 
lim I,(L) = 0. 
A-m 
(4.33) 
Wir betrachten nun (4.30) fur m = 0. Dann haben wir auf Grund einer 
elementaren Rechnung wie frtiher : 
Fiir 0 < A1 2 A erhalten wir dann wieder eine EntwickIung der Gestalt 
mit 
und wir bekommen nach dem gleichen Argument wie friiher 
litn{f&$ -(21)“)} Re [,W1(L)::$(‘))4k’1] 
(4.34) 
Fiir m = 4k + 2 verfahren wir ebenso. Wir haben 
02(A)4k+ l 1 1 Re p,(A) +&o,(~) = 1 +sf4 e-‘“’ 
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Fur 0 < A, 5 1 gilt dann eine Entwicklung der Gestalt 
Re 
I 
o*(A)4k+ l 
Vl(4 +dQ)zGG 1 
=,g,c: epzr* 
mit 
woraus schlieglich wieder 
=2’“r’(k+1?~~(-1)Y(4k:l)~~-l-,, (4.35) 
folgt. Wir beachten noch die Identitaten 
~~o(-l)~~~1)Sp(a;L”-2~) 
(4.36) 
und 
2k 4k+2-1 = 
CC p=o P >( 
4k+l-(4k+2) 
2k-,u > 
s~(~~+‘-W+~)). (4.37) 
Wir fassen nun (4.34) und (4.35) unter Beachtung von (4.36) und (4.37) 
zusammen und gehen damit und mit (4.32) in (4.29) ein. Dann erhalten 
wir, wenn wir noch (4.33) beachten, in vollkommener Analogie zu Satz 2 
den. 
KATZ 3. Sei Df die zum Ftihrerf gehiirige Ordnung eines reellquadratischen 
Zahlkiirpers k. Die Diskriminante von XJ, sei d, und die Basiseinheit von 
D3, sei .sf > 1 mit N(E/) = 1. Sei A eine Ringklasse modulo fpm und cI. 
ein Ringideal aus der inversen Klasse A- 1 von der normierten Form 
c, = (A 11, P-P? > 0, 
und seien ferner y und 6 erkliirt vermlige 
Schliejlich bezeichne SiI&,(S, y), m = 0, 1,. . . , 4k+2, die in (3.60) 
eingefiihrten verallgemeinerten Dedekindschen Summen. Dann gilt fiir 
die Werte der durch (2.13) dejinierten erweiterten L-Funktion der Ring- 
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klasse A an ungeraden natiirlichen Argumentstellen 2k+ 1, k E N: 
L(2k + 1, A) = 
24kn4k + 2 
(4k+2)!Jd/4k+1N(~f)2k’ 
Die Werte 
sind rational. 
L(2k + 1, A) 
#+2& , keN, 
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